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В последние годы достижения в области матема
тического моделирования и вычислительного экс
перимента как информационной технологии полу
чения новых знаний об окружающем нас мире
приобретают все большее значение для различных
областей наук. При математическом описании раз
личных явлений природы и многих фундаменталь
ных законов окружающего нас мира используется
аппарат дифференциальных уравнений [1–3]. Ис
следование эволюции деформационной подсисте
мы, роли различных механизмов генерации и анни
гиляции дефектов различного типа в деформацион
ном упрочнении для металлов c гранецентрирован
ной кубической структурой (ГЦКС) и сплавов на их
основе в условиях различных воздействий является
лишь одним примером задач, при решении которых
может эффективно использоваться математическое
моделирование с использованием дифференциаль
ных уравнений, в том числе балансового типа.
Однако получение точных решений дифферен
циальных уравнений возможно лишь для ограничен
ного класса задач. В связи с этим возникает необхо
димость в разработке и использовании различных
методов, позволяющих получить приближенное ре
шение задачи. Выбор, сборка и разработка числен
ных методов для решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ) баланса де
формационных дефектов (которые, как правило, яв
ляются жесткими) при описании процессов, опреде
ляющих пластическое поведение материалов в усло
виях различных деформирующих воздействий, явля
ется одним из необходимых этапов исследований
[4, 5]. Среди различных численных методов решения
дифференциальных уравнений важную роль играют
разностные методы вычислений. Их существенным
достоинством является простая алгоритмизация
и компьютерная реализация [1].
Математическая модель процессов 
пластической деформации
Для исследования закономерностей пластиче
ской деформации и эволюции деформационной
дефектной среды в условиях деформации с по
стоянной скоростью деформирования, при по
стоянном напряжении либо постоянной нагрузке
(в условиях растяжения или сжатия) для металлов
и дисперсноупрочненных материалов с ГЦКС
с недеформируемыми частицами второй фазы соз
дан пакет прикладных программ Slip Plasticity of
FaceCentered Cubic (SPFCC) [6–9]. Для описания
процессов пластической деформации в пакете
SPFCC использованы математические модели,
включающие уравнения баланса деформационных
дефектов различного типа [7, 10, 11]. В настоящей
работе анализ эффективности используемых чи
сленных алгоритмов приведен на примере матема
тической модели пластической деформации для
дисперсноупрочненных материалов с недеформи
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Проведен анализ эффективности использования численных методов Адамса и Гира при решении жесткой системы обыкновен#
ных дифференциальных уравнений в пакете SPFCC. Описан подход, позволяющий обнаруживать участки интервала интегриро#
вания, где численная устойчивость метода накладывает ограничения на длину внутреннего шага интегрирования.
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Переменные модели:  – суммарная плотность
дислокаций; m – плотность сдвигообразующих ди
слокаций; pv, pi – плотность дислокаций в приз
матических петлях вакансионного, межузельного
типа; dv и di – плотность дислокаций в дипольных
конфигурациях вакансионного и межузельного ти
па; ci, c2v и cv – концентрация межузельных атомов,
бивакансий и вакансий; a – степень деформации
сдвига. Параметры модели [12]:  – диаметр упроч
няющих частиц; D – диаметр зоны сдвига; b – мо
дуль вектора Бюргерса, параметр F определяется
формой дислокационных петель и их распределе
нием в зоне сдвига; dyn – напряжение, избыточное
над статическим сопротивлением движению ди
слокаций; s – доля винтовых дислокаций; Qj – ки
нетический коэффициент реакции для jго типа де
фекта (j=i,v); <> – средняя величина параметра,
характеризующего геометрию дислокаций на ча
стицах; q – параметр, определяющий интенсив
ность генерации точечных дефектов; 	 – параметр
междислокационных взаимодействий; G – модуль
сдвига; f – напряжение трения; a – атермическая
составляющая напряжения; Pas – вероятность ан
нигиляции винтовых дислокаций; ra – критиче
ский радиус захвата; p – расстояние между части
цами второй фазы; c~j=cj+cj(0) – суммарная концен
трация точечных дефектов, cj(0) – концентрация
термодинамически равновесных точечных дефек
тов jго типа (j=i,v).
Система уравнений модели (1)–(8) дополнена
уравнением, связывающим скорость деформации
с приложенным воздействием и характеристиками
дефектной среды [13]:
(9)
где D – частота Дебая;  – доля дислокаций леса;
 – приложенное напряжение; r – доля реагирую
щих дислокаций леса; k – постоянная Больцмана;
T – температура;  – длина свободного дислока
ционного сегмента.
В настоящем исследовании анализ проведен
для деформации с постоянной скоростью дефор
мирования.
Сложность численного моделирования законо
мерностей пластической деформации заключается
в том, что переменные математической модели
(1)–(9) являются разнопорядковыми величинами
и на интервале интегрирования изменяются на по
рядки величины, а интенсивности накопления де
формационных дефектов существенно различны.
Кроме этого в процессе расчетов при достижении
некоторых физических условий происходит тран
сформация системы уравнений – добавляются
в отдельные уравнения дополнительные слагаемые
либо к системе уравнений подключаются дополни
тельные уравнения. Например, уравнения (2), (3)
подключаются к системе ОДУ только при условии
достижения некоторого физического условия.
Для решения систем ОДУ могут использоваться
различные приближенные методы численного ин
тегрирования [2, 14, 15], однако их эффективность
для решения определенного класса задач может
сильно отличаться. Эффективность конкретного
метода применительно к решению конкретной за
дачи зависит от достижения необходимой точно
сти численного решения и приемлемого времени
расчета [2, 14]. Эти два фактора тесно взаимосвяза
ны, так как увеличение точности влечет за собой
увеличение времени расчета. Исходя из этого,
определяются методы численного интегрирова
ния, имеющие оптимальное сочетание указанных
факторов при решении задачи.
Точность численного решения и расчетное вре
мя во многом зависят от выбора шага интегрирова
ния, порядка локальной ошибки и численной
устойчивости метода. Под численной устойчиво
стью метода понимается свойство невозрастания
локальной ошибки при переходе к следующему
шагу интегрирования [2, 14]. Оптимальная страте
гия использования методов подразумевает наличие
процедуры автоматического управления порядком
метода интегрирования и величиной шага [2, 15].
К настоящему времени не существует универ
сальных методов решения жестких нелинейных си
стем дифференциальных уравнений [14]. Надеж
ных простых способов оценки степени жесткости
системы ОДУ не существует, и поэтому необходи
мы численные методы, работающие без проверок
на жесткость. Требованиям, предъявляемым к ме
тодам решения жестких систем уравнений, удовле
творяют, в частности, неявные алгоритмы Адам
са–Мултона и неявные многошаговые алгоритмы
Гира различного порядка [2, 15].
Достаточно высокую устойчивость имеют чи
сленные методы прогнозакоррекции. При этом
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тегрирования сначала определяется по явному од
ношаговому или многошаговому методу, а уточ
ненное (корректирующее) значение – по неявному
методу интегрирования. Например, прогноз осу
ществляется по методу Адамса–Бешфорта, а кор
рекция – по методу Адамса–Мултона [14].
В настоящее время существует ряд мощных ма
тематических пакетов программ широкого назна
чения (Maple, MatLab, MathCad и др.), позволяю
щих решать системы ОДУ различной степени же
сткости. Ряд задач связанных с моделированием
пластической деформации удается решить и с ис
пользованием вышеназванных пакетов программ
[16, 17]. Но опыт такого подхода продемонстриро
вал высокую трудоемкость получения, накопления
и обработки данных, особенно при комплексных
исследованиях, и, как правило, необходимость не
которого упрощения моделей. Для проведения ис
следования процессов пластической деформации
с использованием математических пакетов пользо
ватель должен иметь представление о методах ре
шения ОДУ, навыки работы с программой и, как
правило, программирования на внутреннем языке
пакета (например, для обработки физических огра
ничений). Исходя из этого, использование пакетов
программ широкого назначения для неподгото
вленного пользователя представляется затрудни
тельным или даже невозможным.
Не менее важной проблемой является задача
эффективной организации хранения и дальней
шей комплексной обработки полученных результа
тов проведенных компьютерных экспериментов.
Поскольку система математических моделей
пластического поведения материалов развивается
на единой концептуальной основе, создаются мо
дификации моделей с различными возможностями
и приложениями, разрабатываются модели для ма
териалов различного типа и для описания их пове
дения при различных воздействиях возникла
необходимость создания специализированного
программного обеспечения для поддержки моде
лирования. Одной из основных проблем была про
блема разработки вычислительного модуля и, соот
ветственно, выбора или сборки численного метода,
позволяющего решать системы различной и изме
няющейся на порядки на интервале интегрирова
ния жесткости. Анализ показал, что для численно
го решения приведенной выше системы уравнений
целесообразно использование неявных методов
численного интегрирования, позволяющих в ши
роком диапазоне изменять шаг интегрирования,
исходя из условий достижения необходимой точ
ности.
Анализ возможностей численного метода
Существенное изменение степени жесткости и,
соответственно, поведения системы (1)–(9) на ин
тервале интегрирования потребовало реализации
в пакете SPFCC численных методов. Для анализа
возможностей численных методов было проведено
тестирование вычислительного модуля на класси
ческих задачах различной степени жесткости [18].
Следующим необходимым шагом был детальный
анализ поведения численных методов при реше
нии системы модели (1)–(9): исследование измене
ния шага и порядка методов в процессе расчетов,
изменения числа жесткости, количества вычисле
ний правой части системы уравнений, якобиана
системы, количества шагов интегрирования, коли
чества вызовов программы решения системы ли
нейных алгебраических уравнений.
При нахождении численного решения жесткой
системы ОДУ необходимо, прежде всего, прово
дить интегрирование с таким шагом h, который бу
дет обеспечивать устойчивое вычисление для са
мой быстрозатухающей компоненты решения.
Так, изменение величины шага может вызвать
значительное увеличение времени вычислений,
поскольку предварительно сохраненные «предше
ствующие» значения, соответствующие величине
шага h, должны быть интерполированы для полу
чения ряда преобразованных предшествующих
значений, соответствующих новой величине шага
hнов=max{rq,rq–1,rq+1}·hn,                       (10)
где ri – отношение величины шага предлагаемого
на следующем шаге hнов и текущей величины шага
hn (коэффициент пропорциональности); i=q, q–1,
q+1, индекс q означает, что порядок метода на сле
дующем шаге не изменятся, q±1 – порядок метода
на следующем шаге увеличивается/уменьшается
на единицу; hn – размер шага в точке xn. Заметим,
что при выборе максимального значения из rq, rq–1,
rq+1 в (10) необходимо запомнить значение q, кото
рое определяет порядок метода на следующем ша
ге. Таким образом, размер шага hнов есть некоторая
функция от порядка q используемого метода инте
грирования.
В условиях, когда быстро быстроизменяющиеся
переменные не оказывают значительного влияния
на поведение решения, автоматический выбор ша
га может привести к существенному увеличению
шага. Необходимо ограничивать увеличение шага h
до величины шага hпол, указанного исследователем,
что позволяет сохранить необходимое качество ви
зуального представления полученного решения.
При решении системы (1)–(9) в пакете SPFCC
реализованы жестко устойчивые методы диффе
ренцирования назад (в записи Гира). Для эффек
тивного использования алгоритма управления раз
мером шага интегрирования в программе SPFCC
используется представление решения в виде векто
ра Нордсика [2, 14], что позволяет исключить
необходимость нахождения решения с новым ша
гом hнов, достаточно провести интерполяцию полу
ченного решения в точке hn в точку hпол.
Комплекс программ SPFCC позволяет в диало
говом режиме сформировать математическую мо
дель на основе системы уравнений (1)–(9) и полу
чить ее численное решение при большом диапазо
не изменения начальных условий и параметров за
дачи. При этом в процессе решения от исследова
теля не требуется проведения дополнительных на
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строек. В качестве иллюстративного примера рас
смотрим результаты моделирования пластической
деформации для дисперсноупрочненных материа
лов с медной, никелевой и алюминиевой матри
цей. Выбор материалов для исследования был об
условлен тем, что они достаточно полно предста
влены теоретическими и экспериментальными ре
зультатами других авторов. На рис. 1 приведены
в качестве примера результаты вычислительных
экспериментов с использованием комплекса про
грамм SPFCC, при следующих значениях параме
тров модели [12]: b=2,5.10–10 м–2, F=5, D=1013 c–1,
	=0,5, 	r=0,3, r=0,14, =0,5, f =1 МПа, 	dyn!0,33,
s=0,3, <>=4 и начальных условиях: m=1012 м–2,
p
v=pi=dv=di=0, cv=ci=c2v=0.
Расчеты проводились до степени деформации
сдвига равной единице, шаг пользователя hпол=0,01,
относительная точность решения 10–5. На
рис. 1 приведены кривые деформационного упроч
нения и плотностей дислокационных призматиче
ских петель и диполей, концентрации вакансий
и межузельных атомов для температуры 273 К
и скорости деформации a
.
=10–4 с–1.
При степени деформации 0,1 было достигнуто
значение физического критерия, при котором к си
стеме (1)–(9) подключаются дополнительно два
уравнения (2), (3). При этом на кривых, описываю
щих поведение дефектной подсистемы, наблюдает
ся резкое изменение плотности дислокаций, кон
центрации вакансий и межузельных атомов. При
этом происходит изменения числа жесткости s си
стемы ОДУ баланса деформационных дефектов
(рис. 2, а). На начальном интервале интегрирова
ния (степень деформации до 0,05) число жесткости
s системы ОДУ баланса деформационных дефектов
экспоненциально возрастает с 106 до 109. Это свиде
тельствует об увеличении степени жесткости систе
мы ОДУ, при этом использование жестко устойчи
вого неявного метода Гира переменного порядка
позволило на этом участке увеличить шаг интегри
рования до 0,0001 (рис. 2, б). Далее вплоть до под
ключения дополнительных двух дифференциаль
ных уравнений (2), (3) наблюдается незначительное
изменение поведения кривой течения (рис. 1, а),
и расчеты проводятся практически с максимально
возможным размером шага (рис. 2, б).
При подключении новых уравнений к системе
ОДУ баланса деформационных дефектов происхо
дит переключение на явный метод интегрирования
(метод Адамса переменного порядка), и шаг инте
грирования уменьшается до минимально возмож
ного (рис. 2, б). После построения с помощью мето
да Адамса (первого и второго порядков) необходи
мых точек разгона осуществляется переключение
на использование неявного метода Гира. При сте
пени деформации 0,2 число жесткости s достигает
максимального значения, равного 1011, выходит
на стационарное поведение, при этом метод Гира
позволяет увеличить шаг интегрирования до мак
симально возможного шага пользователя hпол=0,01.
Рис. 1. Зависимость: а) напряжения течения; б) плотности
дислокационных призматических петель p и плот#
ности дислокационных диполей d; в) концентрации
вакансий cv и межузельных атомов ci от степени де#
формации
Анализ, проведенный в [19], показывает, что,
всякий раз, когда жесткость системы ОДУ увели
чивается, произведение длины шага h и домини
рующего собственного значения матрицы Якоби
max{|Re("i)|}, i=1,2,…,n, не выходит за границы
области устойчивости.
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Рис. 2. Характеристики вычислительного процесса: a) число
жесткости s; б) внутренний шаг интегрирования h; в)
произведение длины шага и доминирующего соб#
ственного значения матрицы Якоби h·#(")
На рис. 2, в приведена зависимость h·#(")=
=h·max{|Re("i)|}, i=1,2,…,8 для системы ОДУ балан
са деформационных дефектов, где h – шаг инте
грирования, max{|Re("i)|} – максимальное значе
ние абсолютной величины вещественной части
среди собственных чисел якобиана системы (для
всех переменных системы). С помощью этой вели
чины можно оценить область устойчивости ис
пользуемого численного метода. На начальном ин
тервале интегрирования величина h·max{|Re("i)|}
возрастает (используем жесткоустойчивый метод
Гира), но в процессе расчетов может быть достиг
нуто критическое значение физического условия,
определяющего начало образования еще двух ти
пов деформационных дефектов. На рис. 2 крити
ческое значение достигнуто при степени деформа
ции, равной 0,1, при этом происходит перестройка
системы ОДУ баланса деформационных дефектов
(к системе уравнений подключаются два уравне
ния). При этом происходит переключение на ме
тод Адамса и величина h·#(") резко убывает, затем
(благодаря переключению на использование мето
да Гира) она снова возрастает, выходит на стацио
нарное поведение.
После прохождения степени деформации 0,1
порядок метод Гира начинает увеличиваться и до
стигает максимально возможного порядка (шесто
го), заложенного в программе SPFCC. В работе
[15] показано, что увеличение порядка метода Гира
выше шестого будет нарушать требования жесткой
устойчивости метода. Для сохранения устойчиво
сти метода в программе SPFCC предусмотрена
процедура автоматического управления шагом ин
тегрирования. На рис. 2, б, видно, что большая
часть интервала интегрирования пройдена с мак
симально доступным шагом h. Заметим, что нес
колько раз потребовалось уменьшить шаг интегри
рования. Это происходило на фоне увеличения чи
сла жесткости s. Изменение длины внутреннего
шага интегрирования h оказало влияние на поведе
ние кривой, представленной на рис. 2, в.
Выводы
Показано, что использование численных мето
дов Адамса и Гира переменного порядка при реше
нии жесткой системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений математической модели пла
стической деформации c гранецентрированной ку
бической структурой материалов является опти
мальным (устойчивость, величина шага интегриро
вания, объем вычислений). Для этих целей может
быть использован вычислительный модуль ком
плекса программ SPFCC.
Выявлены участки интервала интегрирования,
где численная устойчивость метода накладывает
ограничения на длину внутреннего шага интегри
рования, что позволяет оптимизировать планиро
вание экспериментов по исследованию закономер
ностей пластической деформации.
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